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I. Funkcje, równania, nierównoÊci

1. Uk∏ad wspó∏rz´dnych na p∏aszczyênie 

1.1. Punkt w uk∏adzie wspó∏rz´dnych

2. Uzupe∏nij zdanie.

Na p∏aszczyênie dowolny punkt ma ................................. wspó∏rz´dne. Pierwsza z nich odno-

si si´ do osi .................................................................. , a druga do osi ...................................................................

2. Zaznacz dane punkty w narysowanym uk∏adzie wspó∏rz´dnych:

;A 1 4= ^ h, ;B 3 5= -^ h, ;C 1 5= - -^ h, ;D 7 2= -^ h, ;E 5 5= ^ h, ;F
2
1

2
1= -b l

3. Zaznacz dane punkty w narysowanym uk∏adzie wspó∏rz´dnych:

;A 1 4= ^ h, ;B 1 5= ^ h, ;C 1 5= -^ h, ;D 1 2= -^ h, ;E 1 3= -^ h, ;F 1
2
1= -b l. Jakà figu-

r´ tworzà wszystkie punkty, których odci´ta wynosi 1?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

Y

X

1

Y

X

1

7
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4. Zaznacz dane punkty w narysowanym uk∏adzie wspó∏rz´dnych:

;A 1 4= ^ h, ;B 1 4= -^ h, ;C 2 4= ^ h, ;D 3 4= - -^ h, ;E 5 4= -^ h, ;F
2
1 4= -b l. Jakà fi-

gur´ tworzà wszystkie punkty, których rz´dna wynosi 4?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Z podanego rysunku odczytaj wspó∏rz´dne wierzcho∏ków czworokàta.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. Zaznacz w uk∏adzie wspó∏rz´dnych zbiór punktów, których:
a) odci´ta jest wi´ksza od 3-^ h, b) rz´dna jest mniejsza od 4.

1

Y

X

1

Y

X

Y

X

Y

X

1

8
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I .  F U N K C J E ,  R Ó W N A N I A , N I E R Ó W N O Â C I

2. Poj´cie funkcji

2.1. Funkcja jako przyporzàdkowanie

1. Uzupe∏nij definicj´.

Funkcjà f (odwzorowaniem) ze zbioru X w zbiór Y nazywamy ..............................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

Zbiór X to ........................................................................................................................................................................................................................

Zbiór wszystkich wartoÊci funkcji nazywamy ..................................................................................................................

2. Uzupe∏nij tabel´, wpisujàc w wolne miejsca odpowiedzi na pytanie: Czy da-
ne przyporzàdkowanie jest funkcjà? Je˝eli jest funkcjà, to wpisz dziedzin´
i zbiór wartoÊci.

9

Lp. Przyporzàdkowanie
Czy jest to
funkcja?

Dziedzina Zbiór wartoÊci

1. Ka˝demu uczniowi two-
jej klasy przyporzàdko-
wujemy rok jego uro-
dzenia.

2. Ka˝demu cz∏owiekowi
przyporzàdkowujemy
jego siostr´.

3. Ka˝dej liczbie naturalnej
przyporzàdkowujemy
liczb´ przeciwnà.

4. Ka˝demu psu przypo-
rzàdkowujemy kolor
jego sierÊci.

5. Ka˝demu paƒstwu przy-
porzàdkowujemy jego
stolic´.

6. Ka˝demu przedmiotowi,
którego aktualnie si´
uczysz, przyporzàdko-
wujemy pierwszà liter´
nazwy tego przedmiotu.

7. Ka˝dej liczbie ca∏kowitej
przyporzàdkowujemy
liczb´ podwojonà.

VV
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3. WymyÊl funkcj´, która podany zbiór X przekszta∏ci w zbiór Y , jeÊli:

a) X – zbiór ch∏opców w twojej klasie, Y – zbiór liczb dodatnich

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) X – zbiór liczb naturalnych, Y – zbiór liczb naturalnych

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) X – zbiór miesi´cy w roku, Y – zbiór liter w alfabecie

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) X – zbiór miejscowoÊci w Polsce, Y – zbiór liczb naturalnych

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) X – zbiór owoców, Y – zbiór drzew

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 0

8. Ka˝dej liczbie dodatniej
przyporzàdkowujemy
liczb´ 1, a ka˝dej liczbie
ujemnej liczb´ 1- .

Lp. Przyporzàdkowanie
Czy jest to
funkcja?

Dziedzina Zbiór wartoÊci

9. Ka˝dej uczennicy
w twojej klasie przypo-
rzàdkowujemy jej ocen´
z matematyki z ostat-
niego sprawdzianu.

10. Ka˝dej liczbie rzeczywi-
stej przyporzàdkowuje-
my jej kwadrat.

VV

ZMC2-1  7/28/06  9:56 AM  Page 10



I .  F U N K C J E ,  R Ó W N A N I A , N I E R Ó W N O Â C I

2.2. Sposoby przedstawiania funkcji

1. Wymieƒ g∏ówne sposoby okreÊlania funkcji.

1) ..................................................................................................................................................................................................................................................

2) ..................................................................................................................................................................................................................................................

3) ..................................................................................................................................................................................................................................................

4) ..................................................................................................................................................................................................................................................

5) ..................................................................................................................................................................................................................................................

2. Przedstaw opisanà s∏ownie funkcj´ f za pomocà grafu, zbioru par oraz ta-
beli, jeÊli:
a) f – liczbom 1, 2, 3, 4, 5 przyporzàdkowujemy liczby trzy razy wi´ksze
I.

II. f = " ............................................................................................................................................................... ,

III.

b) f – liczbom 3- , 2- , 1- , 0, 1, 2, 3 przyporzàdkowujemy liczb´ 3
I.

II. f = " .......................................................................................................................................................................................................................... ,

1 1

x

f x^ h

VV
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III.

c) f – liczbom 3- , 2- , 1- , 1, 2, 3 przyporzàdkowujemy ich odwrotnoÊç 
I.

II. f = " ................................................................................................................................................................................ ,

III.

3. Podaj wzór funkcji, jeÊli dana jest tabela wartoÊci:

a)

f x =^ h ................................................

b) 

f x =^ h .................................................

c) 

f x =^ h .................................................

1 2

x

f x^ h

x

f x^ h

x 1 2 3 4 5

y f x= ^ h 1- 2- 3- 4- 5-

6

6-

7

7-

x 1 2 3 4 5

y f x= ^ h 5 6 7 18 9

6

10

7

11

x 1 2 3 4 5

y f x= ^ h 2 4 8 16 32

6

64

7

128

VV
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I .  F U N K C J E ,  R Ó W N A N I A , N I E R Ó W N O Â C I

d) 

f x =^ h .................................................

e)

f x =^ h .................................................

4. Uzupe∏nij definicj´.

Wykresem funkcji rzeczywistej f nazywamy ...................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Naszkicuj wykres funkcji opisanej s∏ownie:

a) liczbom naturalnym mniejszym od10 przyporzàdkowujemy liczb´ zmniejszonà o 3

b) liczbom naturalnym mniejszym od 7 przyporzàdkowujemy ich najwi´kszy dzielnik

1

Y

X

1

Y

X

1 3

x 1 2 3 4 5

y f x= ^ h 100 200 300 400 500

6

600

7

700

x 1 2 3 4 5

y f x= ^ h
5
2

5
2

5
2

5
2

5
2

6

5
2

7

5
2

VV
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c) liczbom ca∏kowitym mi´dzy 4-^ h a 4 przyporzàdkowujemy ich wartoÊç bez-
wzgl´dnà

6. Naszkicuj wykresy funkcji danych za pomocà tabeli.
a) 

b) 

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

1 4

x 1 2 3 4

y f x= ^ h 1 2 3 4

x 2- 1- 0 1 2

y f x= ^ h 3 3 3 3 3

3

3

VV
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c) 

d) 

7. Naszkicuj wykresy funkcji danych wzorem:
a) f x x2=-^ h , , , , ,x 3 2 0 2 4! - -" ,

1 

Y 

X

1

Y

X

X

1

1

Y

x 2 4 6 8

y f x= ^ h
2
1

3
2

4
3

5
4

x 1 2 3 4 5

y f x= ^ h 6 5 4 3 2

6

1

7

0

8

1-

9

2-

10

3-

VV
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b) f x x
2

=^ h , , , , , ,x 2 1 0 1 2 3! - -" ,

c) f x x
4=^ h , , , , ,x

2
1 1 2 4 8! & 0

2.3. W∏asnoÊci funkcji liczbowych

1. Uzupe∏nij zdania.

a) Miejscem zerowym funkcji nazywamy ..............................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Funkcja f jest rosnàca w zbiorze X, jeÊli .....................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

c) Funkcja f jest malejàca w zbiorze X, jeÊli ...................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

1

Y

X

1

Y

X

1 6

VV
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d) Funkcja f jest sta∏a w zbiorze X, jeÊli ...............................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

e) Funkcja f jest monotoniczna w zbiorze X, jeÊli .................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

f) Funkcja f jest ró˝nowartoÊciowa w zbiorze X, jeÊli .......................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Dane sà funkcje zapisane w ró˝nych postaciach. Podaj ich miejsca zerowe oraz
okreÊl monotonicznoÊç.

a) ; , ; , ; , ; , ;f x 5 0 3 1 1 4 3 5 7 12= - - -^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h" ,

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) ; , ; , ; ; ;f x 5 4 3 1 1 4 3 5 7 11= - - - - - -^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h" ,

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) 

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) 

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1, 2, 3 0 

7 4, 5, 6 

1 7

x 1 2 3 4 5

f x^ h 7 7 7 7 7

6

7

7

7

8

7

9

7

10

7

x 1 2 3 4 5

f x^ h 2- 0 3- 0 4-

6

0

7

5-

8

0

9

6-

10

0

VV
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f)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

g)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

h) 

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Wyznacz miejsca zerowe funkcji:

a) f x x3 9= -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) f x x2 19=- -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 

Y 

X 

1 

Y 

X 

1 

Y 

X 

1 8

VV
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c) f x x 9
2

= -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) f x x4 25
2

=- +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) f x x 2
2

= +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Z naszkicowanego wykresu funkcji odczytaj jej dziedzin´, zbiór wartoÊci,
miejsca zerowe, przedzia∏y monotonicznoÊci, wartoÊç najwi´kszà i najmniejszà.
a)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 

Y 

X 

1 

Y 

X 

1 9

VV
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c)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 

Y 

X 

1 

Y 

X 

1 

Y 

X 

2 0

VV
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3. Funkcje liniowe i ich w∏asnoÊci

3.1. Definicja i wykres funkcji liniowej

1. Uzupe∏nij definicj´.

Funkcjà liniowà f nazywamy ..................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

Wykres funkcji liniowej jest linià .......................................................................................................................................................

Liczb´ a nazywamy ............................................................................................................................................................................................,

zaÊ liczba b to .............................................................................................................................................................................................................

2. Majàc dane wspó∏czynniki funkcji liniowych, naszkicuj ich wykresy.

a) a 1=- , b 3=

b) a 1= , b 3=-

c) a 0= , b 2=

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

2 1

VV
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d) a
3
1= , b 0=

e) a 0= , b 0=

3. Naszkicuj wykresy funkcji w podanych zbiorach.

a) ,f x x x4 3 3/ != - -^ h

b) , , , ,f x x x
3
2 6 3 0 3 6/ != - -^ h " ,

1

Y

X

1Y

X

1

Y

X

1

Y

X

2 2

VV
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2.
f x x

3
1 2= +^ h

6

1. f x x4 12= -^ h 3-

Lp. Wzór funkcji
WartoÊç argumentu

x
0

Obliczenia
WartoÊç funkcji

f x
0^ h

I .  F U N K C J E ,  R Ó W N A N I A , N I E R Ó W N O Â C I

c) ,f x x x2 1 1/ 3!=- + - +^ ^h h

d) , , , , , , ,f x x x
2
1 1 4 2 0 2 4 6 8/ f!=- - - -^ h " ,

e) ,f x x3 4 5/ != -^ h h

4. Uzupe∏nij tabel´, wpisujàc brakujàce wartoÊci argumentów lub wartoÊci
funkcji.

1

Y

X

1

Y

X

1Y

X

2 3

VV
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2 4

Lp. Wzór funkcji
WartoÊç argumentu

x
0

Obliczenia
WartoÊç funkcji

f x
0^ h

3. f x 7=^ h 3

4. f x x 4=- -^ h

6

5.
f x x

2
1 1= +^ h

0

6.
f x x

4
3=-^ h

9-

7. f x 2=^ h 4

8. f x x5 10= +^ h ,0 4

9. f x x3 3= -^ h 6-

10. f x x2 4 2=- +^ h 3

VV
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3.2. Punkty przeci´cia z osiami (miejsca zerowe)

1. Uzupe∏nij poni˝sze zdania.

a) Punkt przeci´cia wykresu funkcji f x ax b= +^ h z osià OY to .......................................................

b) Punkt przeci´cia wykresu funkcji f x ax b= +^ h z osià OX to ......................................................

c) Funkcja liniowa mo˝e mieç ....................................................., ..................................................... lub

.......................................................................................................... miejsc zerowych.

d) Gdy a 0! , to funkcja f x ax b= +^ h ma ...................................... miejsce zerowe i jest to

liczba ..............................................

2. Uzupe∏nij tabel´, wpisujàc miejsce zerowe (je˝eli istnieje) oraz punkty prze-
ci´cia podanej funkcji liniowej z osiami uk∏adu wspó∏rz´dnych.

2 5

Lp. Wzór funkcji Obliczenia 
Miejsce
zerowe

Punkt
przeci´cia
wykresu

z osià OX

Punkt
przeci´cia
wykresu
z osià OY

1. f x x3 3= -^ h

2. f x x2 7= +^ h

3. f x x 5=- -^ h

4. f x x
2
1=^ h

VV
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2 6

9. f x x25 75=- -^ h

10. f x x7 1= +^ h

Lp. Wzór funkcji Obliczenia 
Miejsce
zerowe

Punkt
przeci´cia
wykresu

z osià OX

Punkt
przeci´cia
wykresu
z osià OY

5.
f x x

5
1 2=- +^ h

6. f x 4=^ h

7. f x 0=^ h

8. f x x100 200= +^ h

VV
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3.3. MonotonicznoÊç

1. Uzupe∏nij twierdzenia.

Funkcja liniowa y ax b= + jest rosnàca wtedy i tylko wtedy, gdy ....................................................

Funkcja liniowa y ax b= + jest malejàca wtedy i tylko wtedy, gdy .................................................

Funkcja liniowa y ax b= + jest sta∏a wtedy i tylko wtedy, gdy ..............................................................

2. Naszkicuj, w których çwiartkach uk∏adu wspó∏rz´dnych znajduje si´ wykres
funkcji y ax b= + , jeÊli:

a) >a 0, >b 0 b) >a 0, b 0= c) >a 0, <b 0

d) <a 0, b 0= e) <a 0, b 0= f) <a 0, b 0=

g) a 0= , >b 0 h) a 0= , b 0= i) a 0= , <b 0

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

2 7
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2 8

Lp. 
Punkty, przez
które prze-

chodzi prosta

Wspó∏czynnik
kierunkowy

Wzór prostej Obliczenia
Rosnàca,
malejàca
czy sta∏a?

1. ;A 2 1= -^ h,
;b 9 1= ^ h

2. ;A 2 0= ^ h,
;B 5 3= ^ h

3. ;A 2 4= - -^ h,
;B 1 4= ^ h

3. Uzupe∏nij tabel´.
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2 9

Lp. 
Punkty, przez
które prze-

chodzi prosta

Wspó∏czynnik
kierunkowy

Wzór prostej Obliczenia
Rosnàca,
malejàca
czy sta∏a?

5. ;A 0 1= ^ h,
;B 9 0= ^ h

6. ;A 2 3= - -^ h,
;B 9 3= -^ h

4. ;A 2 1= -^ h,
;B 4 1= -^ h

VV
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3 0

8. ;A 5 1= ^ h,
;B 3 1= -^ h

9. ;A 0 1= ^ h,
;B 0 0= ^ h

10. ;A 6 6= - -^ h,
;B 7 7= ^ h

7. ;A 2 1= ^ h,
;B 4 1= ^ h

Lp. 
Punkty, przez
które prze-

chodzi prosta

Wspó∏czynnik
kierunkowy

Wzór prostej Obliczenia
Rosnàca,
malejàca
czy sta∏a?

VV
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4. PodkreÊl funkcje rosnàce. 

y x5 2= - , y x 7=- - , y x 3= + , y x
6
1= , y x6 5=- + , y x

8
7 4=- + , y 6= , y 9=- ,

y x4 13= -

5. PodkreÊl funkcje malejàce. 

y x5 2=- - , y x2 7= - , y x 43= - , y x
6
1=- , y x6 5=- + , y x

3
1 4= + , y 6= , y 9=- ,

y x8 1=- -

6. Zapisz pod ka˝dym wykresem, czy funkcja jest rosnàca, malejàca czy sta∏a.

a) b)

........................................................................................................................... ...........................................................................................................................

c) d)

........................................................................................................................... ...........................................................................................................................

e) f)

........................................................................................................................... ...........................................................................................................................

1 

Y 

X 

1 

Y 

X 

1 

Y 

X 

1 

Y 

X 

1 

Y 

X 

1 

Y 

X 

3 1
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4. Równania i nierównoÊci liniowe

4.1. Równania liniowe z jednà niewiadomà

1. Uzupe∏nij zdania.

a) Równaniem liniowym nazywamy ..............................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Pierwiastkiem równania (rozwiàzaniem) nazywamy ......................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

c) Równanie liniowe mo˝e mieç jedno rozwiàzanie, mo˝e mieç ........................................................

........................................................................................................ lub mo˝e nie mieç rozwiàzania.

d) Równanie ma jedno rozwiàzanie, gdy .......................... i wtedy nazywamy je równaniem

.............................................................................., równanie ma nieskoƒczenie wiele rozwiàzaƒ, gdy

.................................................... i wtedy nazywamy je równaniem .............................................................................., rów-

nanie nie ma rozwiàzania, gdy .................................................... i wtedy nazywamy je równaniem

...............................................................................

2. Uzupe∏nij równania, tak aby by∏y to˝samoÊciowe.

a) x3 2 7- = .....................................................................................

b) x x5 6 7- - = ...........................................................................

c) x8 12= .............................................................................................

3. Uzupe∏nij równania, tak aby by∏y sprzeczne.

a) x3 2 7- = .....................................................................................

b) x x5 6 7- - = ...........................................................................

c) x8 12= .............................................................................................

4. Uzupe∏nij równania, tak aby by∏y oznaczone.

a) x3 2 7- = .....................................................................................

b) x x5 6 7- - = ...........................................................................

c) x8 12= .............................................................................................

3 2
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5. Rozwià˝ równania (uzupe∏nij tabel´).

3 3

Lp. Równanie Obliczenia i odpowiedê

1. <x x2 5 3 7- +

2. x x3 1 2 3- + =^ h

3. x x4 2 8 4- + + =-^ h

4. x x3 2 6 1 5 4 9+ - = - +^ ^h h

5. x x1 2
2 2

+ = -^ ^h h

6. x x x3 2 1
2 2

- - = - +^ ^h h

7. x x2 3 2 2 0
2 2

- - + =^ ^h h

8. x x x3 2 5 9 12 4
2 2

+ - = + +^ h

VV
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6. Znajdê takà liczb´, która pomno˝ona przez 3 b´dzie równa tej liczbie zwi´k-
szonej o 5.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7. Znajdê takà liczb´, która podzielona przez 2 b´dzie równa tej liczbie zmniej-
szonej o 4.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8. JeÊli od szukanej liczby odejmiemy jej po∏ow´, to otrzymamy 7. Co to za liczba?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9. Je˝eli do szukanej liczby dodamy 40, to otrzymamy ró˝nic´ liczby podwojo-
nej i 10. Co to za liczba?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4.2. NierównoÊci liniowe 

1. Uzupe∏nij zdanie.

NierównoÊcià liniowà nazywamy .......................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Rozwià˝ nierównoÊci (uzupe∏nij tabel´).

3 4

Lp. Równanie Obliczenia i odpowiedê

9. x x x2 3 1 7
2 2
- + = - -^ ^h h

10. x

x x

4 2 3

2 1 4 1

- + =

=- - + +

^

^

h

h

6

6

@

@

Lp. Równanie Obliczenia, odpowiedê i rysunek na osi liczbowej

1. <x x2 5 3 7- +

VV
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3 5

2. >x x1 2 4- - + -^ h

3. x x4 2 8 4G- + + -^ h

4. x x2 2 1 1 2 7 9H+ - - +^ ^h h

5. <x x1 2
2 2

+ -^ ^h h

6. >x x x5 2 1 7
2 2

- - - + +^ ^h h

7. <x x2 3 2 2 0
2 2

- - +^ ^h h

Lp. Równanie Obliczenia, odpowiedê i rysunek na osi liczbowej

8. <x x x3 2 5 9 12 10
2 2

+ - + +^ h

VV
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3. Wyznacz wszystkie liczby naturalne spe∏niajàce dane dwie nierównoÊci jed-
noczeÊnie.

a) <x 6 i x 5H -

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) >x2 3 3+ i <x x3 5 9- +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x x5 3 11G- - + i <x 1

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) <x x2
2 2

-^ h i <x3 12

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) x
2
1

2
5 6H+ i > x

3
1

3
2

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3 6

Lp. Równanie Obliczenia, odpowiedê i rysunek na osi liczbowej

9. >x x x2 3 1
2 2
- + -^ ^h h

10. x x2 1 2 5G- +

VV

ZMC2-1  7/28/06  9:57 AM  Page 36



I .  F U N K C J E ,  R Ó W N A N I A , N I E R Ó W N O Â C I

5. Uk∏ady równaƒ liniowych

5.1. Wprowadzenie

1. Uzupe∏nij definicj´.

Uk∏ad równaƒ liniowych to .......................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Podaj 6 przyk∏adów uk∏adów równaƒ liniowych.

a) 

Z

[

\

]
]

]
]

b) 

Z

[

\

]
]

]
]

c) 

Z

[

\

]
]

]
]

d) 

Z

[

\

]
]

]
]

e) 

Z

[

\

]
]

]
]

f) 

Z

[

\

]
]

]
]

5.2. Metoda podstawiania

1. Uzupe∏nij zdania.

a) Rozwiàzaniem uk∏adu dwóch równaƒ z dwiema niewiadomymi nazywamy

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Uk∏ad dwóch równaƒ z dwiema niewiadomymi mo˝e mieç jedno rozwiàzanie, 

............................................................................................................................................................................ lub nie mieç rozwiàzania.

2. Sprawdê, czy dana para liczb jest rozwiàzaniem uk∏adu (uzupe∏nij tabel´).

3 7

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

Lp. Uk∏ad równaƒ
Para
liczb

Obliczenia i odpowiedê

1. x y

x y

7

5

+ =

- =
(

x

y

6

1

=

=
(

VV
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3 8

Lp. Uk∏ad równaƒ
Para
liczb

Obliczenia i odpowiedê

2. x y

x y

2 3

3 16

+ =

- =-
(

x

y

1

5

=-

=
(

3. x y

x y

2 5 4

4 2 0

- =

+ =
(

x

y

2

0

=

=
(

4. x y

x y

3 2

5 9

- =

+ =
(

y

x

2

8

=

=
(

5. x y

x y

3 1

7 13

- =

- =-
(

x

y

1

2

=

=
(

VV
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3. Rozwià˝ uk∏ady równaƒ metodà podstawiania (uzupe∏nij tabel´).

3 9

Lp. Uk∏ad równaƒ Obliczenia i odpowiedê

1. y x

x y

2 5

2 5

- =

- =
(

2. x y

x y

5 6 31

3 7 8

- =-

+ =-
(

3. x y

x y

4 0

10

- + =

+ =
(

4. x y

y

3 2 11

5

- =

=
(

5. x y

y

5 4

6

+ =

=-
(

VV
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4 0

Lp. Uk∏ad równaƒ Obliczenia i odpowiedê

6. x y

x y

9 33

5 2 26

+ =

- =
(

7.
x y

x y

3
1

2
1 1

2
1

3
1 5

- =-

+ =

Z

[

\

]]

]]

8. x

x y

3 24 14

5 4 5

+ =

- =
(

9. x y

x y

6 7 3

2 5 1

+ =

+ =
(

10.
x y

x y

2
3
2 44

3
6
5 33

+ =

- =

Z

[

\

]]

]]

VV
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5.3. Metoda przeciwnych wspó∏czynników

1. Rozwià˝ podane uk∏ady metodà przeciwnych wspó∏czynników (uzupe∏nij ta-
bel´).

4 1

Lp. Uk∏ad równaƒ Obliczenia i odpowiedê

1. x y

x y

2 4

5

+ =

- =
(

2. x y

x y

6

0

+ =

- - =
(

3. x y

x y

4

3 3 12

+ =

+ =
(

4.
x y

x y

3
1 2 8

3
2 2 3

+ =

- =

Z

[

\

]]

]]

5. x y

x y

3 9

3 2 9

- - =-

+ =
(

VV
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4 2

Lp. Uk∏ad równaƒ Obliczenia Odpowiedê

6. x y x y

x y
5

7 3
6

7 5

3 5 8

-
=

-

- =
*

7. x y

x y x y

3 2 11

4 2 2
2 2

+ =

- + = - +^ h
*

8. , x y

x y

2 5 2 9

5 4 11

- - =

+ =
(

9. x y

x y

3 3 6

6 6 12

- + =-

- =
(

10. x y

x y x y

7 13 12 20

3 8 8

- = -

+ = -
(

VV
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2. JeÊli do pewnej liczby dodamy jednà czwartà drugiej liczby, to otrzymamy 21.
Je˝eli zaÊ do drugiej liczby dodamy jednà czwartà pierwszej liczby, to otrzyma-
my 24. Wyznacz te liczby.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Suma dwóch liczb wynosi 56, a ich stosunek :3 4. Co to za liczby?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Obwód prostokàta wynosi 120 cm. JeÊli jeden bok zwi´kszymy o 10 cm, a drugi
zmniejszymy o 10 cm, to otrzymamy kwadrat. Oblicz d∏ugoÊci boków tego pro-
stokàta.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4 3
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5. Przewieziono 88 t towaru osiemnastoma samochodami o ∏adownoÊci 4 i 6 t,
przy czym wszystkie samochody za∏adowano maksymalnie. Ile by∏o samochodów
ka˝dego rodzaju?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. Za 5 lat Zosia i Marysia b´dà mia∏y razem 36 lat. Zosia jest o 4 lata m∏odsza 
od Marysi. Ile lat ma obecnie ka˝da z nich?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7. Zmieszano 2 rodzaje roztworu: o st´˝eniu %10 i o st´˝eniu %25 . Otrzymano
w ten sposób 60 l roztworu o st´˝eniu %15 . Ile zmieszano roztworu ka˝dego ro-
dzaju?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4 4
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8. Za 2 kg jab∏ek i 3 kg gruszek zap∏acono18 z∏. Gdyby kupiono kg5 jab∏ek i kg5 gru-
szek, to zap∏acono by 35 z∏. Ile wynosi cena 1kg jab∏ek, a ile kg1 gruszek?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9. W jednym naczyniu jest o 5 l p∏ynu wi´cej ni˝ w drugim. GdybyÊmy do ka˝dego
z nich dolali po 1 l p∏ynu, to w jednym naczyniu by∏oby dwa razy wi´cej p∏ynu ni˝
w drugim. Ile litrów p∏ynu jest w ka˝dym naczyniu?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

10. Odleg∏oÊç Êrodków dwóch okr´gów stycznych zewn´trznie wynosi14cm. Gdy-
by te okr´gi by∏y styczne wewn´trznie, to odleg∏oÊç ich Êrodków wynosi∏aby 6 cm.
Oblicz d∏ugoÊci promieni tych okr´gów.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4 5
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5.4. Metoda graficzna

1. Uzupe∏nij zdania.

a) JeÊli uk∏ad równaƒ liniowych jest oznaczony, czyli ma jedno rozwiàzanie, to wy-

kresy tych równaƒ sà ........................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) JeÊli uk∏ad równaƒ liniowych jest nieoznaczony, czyli ma nieskoƒczenie wiele

rozwiàzaƒ, to wykresy tych równaƒ sà .....................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

c) JeÊli uk∏ad równaƒ liniowych jest sprzeczny, czyli nie ma rozwiàzania, to wykre-

sy tych równaƒ sà .................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Na rysunkach przedstawiono graficznie 3 uk∏ady równaƒ. Zapisz pod ka˝dym,
jaki to uk∏ad. 

a) b) c) 

................................................................................. ............................................................................... .................................................................................

3. Rozwià˝ graficznie uk∏ady równaƒ.

a) 
x y

x y

2 4

2

- =

+ =
(

1 

Y 

X

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

4 6
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b) 
x y

x y

4 2

2
1 2 3

- - =

+ =
*

c) 
x y

x y

4

3 3 12

- - =-

+ =
(

d) 
x y

x y

7 6 13

2 4 6

+ =

- =-
(

1 

Y 

X

1 

Y 

X

1 

Y 

X

4 7
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4. Naszkicuj w uk∏adzie wspó∏rz´dnych zbiory punktów, których wspó∏rz´dne
spe∏niajà podane warunki.

a) 
<

x

y

2

4

H
( b) 

<
>

x

x

2

3-
(

c) 
>y x

y 4H -
( d) 

>

<

y x

y x

2

2
1 2

- -

+
*

e) 
<x

y
2
1

2G
* f) 

>x

y x

5

2 1H -
(

g) 
>

>

x

y x

4

2
1 1

-

- +
* h) 

>

x

y

3

1

G
(

1 

Y

X 

1 

Y

X 

1 

Y

X 

1 

Y

X 

1 

Y

X 

1 

Y

X 

1 

Y

X 

1 

Y

X 
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6. Funkcje kwadratowe

6.1. Definicja funkcji kwadratowej

1. Uzupe∏nij definicj´.

Funkcjà kwadratowà nazywamy ........................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

T́  postaç nazywamy postacià ....................................................................................... funkcji kwadratowej

lub trójmianu kwadratowego.

2. Podaj wzór funkcji kwadratowej w postaci ogólnej, majàc dane wspó∏czyn-
niki a, b, c.

a) a 2= , b 3= , c 6=-

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) a 1= , b 3=- , c 4=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) a 12= , b 10=- , c 100=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) a 2= , b 0= , c 16=-

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) a 3=- , b 7= , c 0=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Wypisz wspó∏czynniki podanych trójmianów kwadratowych.

a) y x x4 5 11
2

= - - a = ........................, b = ........................, c = ..........................

b) y x x15
2

=- - a = ........................, b = ........................, c = ..........................

c) y x24 16
2

= - a = ........................, b = ........................, c = ..........................

d) y x x
4
3 10

4
12

= - + a = ........................, b = ........................, c = ..........................

e) y x x40 60 75
2

= + - a = ........................, b = ........................, c = ..........................

4. Znajdê wartoÊç podanej funkcji kwadratowej dla danego argumentu.

a) y x 4
2

= - , x 2=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) y x 4
2

= - , x 3=-

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) y x x4 5
2

=- - + , x 2=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4 9

VV
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d) y x x3 2 7
2

= + + , x 4=-

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) y x4 10
2

=- - , x 1=-

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6.2. Wykres funkcji kwadratowej

1. Uzupe∏nij zdanie:

Wykres funkcji kwadratowej nazywamy .................................................................................................................................

2. Do wykresu funkcji f x^ h nale˝y punkt A. Wyznacz parametr (uzupe∏nij tabel´).

5 0

Lp. Wzór funkcji Punkt A Obliczenia i odpowiedê

1. f x ax
2

=^ h ;A 2 1= -^ h

2. f x x bx
2

= +^ h ;A 3 4= ^ h

3. f x x x c5
2

= - +^ h ;A 0 1= -^ h

4. f x x x c
2

=- + -^ h ;A 1 2= ^ h

5. f x x c4
2

=- -^ h ;A 1 0= ^ h

VV
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3. Naszkicuj wykresy funkcji.

a) y x
2

= , y x 3
2

= + , y x 1
2

= -

b) y x x2
2

= + , y x x4
2

= - , y x x6
2

=- -

1

Y

X

1 

Y 

X

5 1

VV
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c) y x 2
2

=- - , y x
2
1 2

2
=- - , y x3 2

2
=- -

6.3. Postaç kanoniczna funkcji kwadratowej

1. Uzupe∏nij zdania.

Postacià kanonicznà funkcji kwadratowej nazywamy postaç ..................................................................

Wykres funkcji y a x p q
2

= - +^ h powstaje przez przesuni´cie wykresu funkcji o p

jednostek w .................................................................... lub w .................................................................... w zale˝noÊci

od tego, czy p jest ...................................................................., czy .................................................................... oraz o q jed-

nostek w .................................................................... lub w .................................................................... w zale˝noÊci od te-

go, czy q jest ...................................................................., czy .....................................................................

1

Y

X

5 2

VV
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2. Wykonaj z tektury szablony funkcji  y x
2

= , y x
2
1 2

= , y x3
2

= . Pos∏ugujàc si´

szablonami, naszkicuj w uk∏adzie wspó∏rz´dnych wykresy podanych funkcji.

a) y x 4
2

= - , y x 4
2

= -^ h , y x 3 5
2

= + -^ h

b) y x
2
1 1

2
= + , y x

2
1 4

2
= +^ h , y x

2
1 3 45

2
= - -^ h

1

Y

X

1

Y

X

5 3

VV
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c) y x3 4
2

= + , y x3 5
2

= +^ h , y x3 2 6
2

= - +^ h

3. Podaj wspó∏rz´dne wierzcho∏ka paraboli.

a) y x2 7 1
2

= + -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) y x2 1 1
2

=- + +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) y x4 10 20
2

= + -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) y x3 5
2

=- +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) y x 1
2

= -

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Uzupe∏nij wzory dotyczàce trójmianu kwadratowego y a x b x c
2

= + + i jego po-
staci kanonicznej:

Δ = ............................................................. p = ............................................................. q = .............................................................

5. Sprowadê dane trójmiany do postaci ogólnej.

a) y x 3 7
2

= - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1

Y

X

5 4

VV
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b) y x 2 2
2

= + +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) y x 1 12
2

=- - -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) y x3 3 10
2

= - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) y x
2
1 4

2
52

=- - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

f) y x
2
1 3

2
= -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

g) y x4 1 2
2

=- + -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

h) y x5 3 25
2

= - -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. Sprowadê dane trójmiany do postaci kanonicznej.

a) y x x2 2
2

= - +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) y x x4 5
2

= - -

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) y x x 12
2

=- - +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) y x x8 4
2

=- - -

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) y x x2 2 2
2

= - +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

f) y x x3 12 20
2

= - +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

g) y x x
2
1 4 2

2
= + +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

h) y x x2 2
2

= + +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

i) y x x4 16 20
2

= + +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5 5
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7. Dana jest funkcja kwadratowa o wspó∏czynniku a i wierzcho∏ku W. Wyznacz
wzór tej funkcji, wiedzàc, ˝e:

a) a 1= , ;W 2 1= ^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) a 1=- , ;W 2 13= -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) a 2= , ;W 5 3= -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) a 3= , ;W 4 5= - -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) a 3=- , ;W 2 1= ^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

f) a
2
1= , ;W 2 4= -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5 6
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g) a
3
1=- , ;W 7 4= - -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

h) a 2= , ;W 2 7= -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6.4. Postaç iloczynowa i miejsca zerowe funkcji kwadratowej

1. Uzupe∏nij twierdzenie.

Funkcja kwadratowa ma dwa ró˝ne miejsca zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy

................................................., ma jedno miejsce zerowe, gdy ................................................., nie ma miejsc

zerowych, gdy ..................................................

Gdy > 0Δ , to miejscami zerowymi sà liczby ................................................. ..................................................

Gdy 0Δ = , to miejscem zerowym jest liczba ..................................................

2. Uzupe∏nij zdanie.

Postacià iloczynowà funkcji kwadratowej y ax bx c
2

= + + , a 0! nazywamy ....................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Dana jest postaç ogólna lub iloczynowa funkcji kwadratowej. Podaj pierwiastki
i drugà postaç tej funkcji (uzupe∏nij tabel´).

5 7

Lp.
Postaç ogólna funk-

cji kwadratowej
Postaç iloczynowa

funkcji kwadratowej
Pierwiastki Obliczenia

1. y x x5 6
2

= - -

VV
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5 8

Lp.
Postaç ogólna funk-

cji kwadratowej
Postaç iloczynowa

funkcji kwadratowej
Pierwiastki Obliczenia

2. y x x2 1
2

=- + +

3. y x x10 6
2

= - +

4. y x x4 3 1
2

=- + +

5. y x x4 4 4
2

= + +

6. y x x8 16
2

=- - -

7. y x x3 2 1
2

=- - +

8. y x x5 7
2

= + +

VV
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4. Podaj przyk∏ad funkcji kwadratowej, która ma pierwiastki 5 i 8 i ramiona pa-
raboli skierowane sà do góry.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Podaj przyk∏ad funkcji kwadratowej, która ma pierwiastki 3 i 2-^ h i ramiona
paraboli skierowane sà do do∏u.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. Podaj przyk∏ad funkcji kwadratowej, która ma pierwiastek 17 i ramiona pa-
raboli skierowane sà do góry.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7. Podaj przyk∏ad funkcji kwadratowej, która ma pierwiastek ;0 5-^ h i ramiona
paraboli skierowane sà do do∏u.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8. Do wykresu funkcji kwadratowej nale˝y punkt ;A 2 1= ^ h, a miejscami zerowymi
sà 3-^ h i 4. Wyznacz wzór tej funkcji.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5 9

9. y x x13 30
2

= - +

10. y x x12 1
2

= + -
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9. Do wykresu funkcji kwadratowej nale˝y punkt ;A 2 10= -^ h, a miejscami zero-
wymi sà 5 i 4. Wyznacz wzór tej funkcji.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

10. Do wykresu funkcji kwadratowej nale˝y punkt ;A 2 1= ^ h, a jedynym miejscem
zerowym jest liczba 12. Wyznacz wzór tej funkcji.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6 0
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7. Równania i nierównoÊci kwadratowe

7.1. Wprowadzenie

1. Znajdê takie liczby, aby spe∏nione zosta∏y poni˝sze równania.
a) x 64

2
=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x 2 25
2

+ =^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x 7 1
2

- =^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) x2 1 16
2

+ =^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) x 20 0
2

- =^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Znajdê odpowiednie liczby, aby spe∏nione zosta∏y poni˝sze równania.

a) x x 1 0+ =^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x2 5 0- - =^ ^h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x x2 4 2 4 0+ - =^ ^h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) x x5 1 0- =^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) x x7 3 0+ - =^ ^h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6 1

ZMC2-1  7/28/06  9:59 AM  Page 61



M A T E M A T Y K A  •  Z A S A D N I C Z A S Z K O ¸ A Z A W O D O W A

7.2. Równania kwadratowe

1. Uzupe∏nij tabel´.

2. Rozwià˝ równania. 

6 2

Równanie
kwadratowe

Warunek na wyró˝nik Liczba rozwiàzaƒ
Rozwiàzanie

(je˝eli istnieje)

ax bx c 0
2
+ + = > 0Δ

ax bx c 0
2
+ + = jedno

ax bx c 0
2
+ + = nie istnieje

Lp. Równanie Obliczenia i odpowiedê

1. x x5 6
2
= -

2. x x1 5 12
2

- = -^ h

3. x x5 4 1 0
2

- + + =

4. x x9 6 1 0
2
+ + =
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6 3

5. x x2 6 0
2
- + =

6. x x2 2 2 0
2 2

- - - =^ ^h h

7. x x3 1 6 2
2

+ = +^ h

8. x x x x6 2 11 32 2- - = - +

9. x x2 5 4
2

- = -^ h

10. x x x5 9 2 2 1
2
+ - = - -^ h

Lp. Równanie Obliczenia i odpowiedê
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3. Suma kwadratów trzech kolejnych liczb naturalnych wynosi 194. Wyznacz te
liczby.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Suma kwadratów dwóch kolejnych liczb parzystych wynosi 100. Wyznacz te
liczby.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Liczba przekàtnych wielokàta wypuk∏ego o n bokach wynosi 
n n

2
3-^ h

. Ile bo-

ków ma wielokàt wypuk∏y, w którym liczba wszystkich przekàtnych jest o 33

wi´ksza od liczby boków?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. Wyznacz d∏ugoÊci boków trójkàta prostokàtnego, wiedzàc, ˝e sà one kolej-
nymi liczbami naturalnymi.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7. Boki prostokàta ró˝nià si´ o 4cm, a jego pole wynosi 40 cm 2. Oblicz d∏ugoÊci
boków.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6 4
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8. Ró˝nica liczby i jej odwrotnoÊci wynosi 
7
48. Co to za liczba?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9. Bok jednego kwadratu jest o 5 d∏u˝szy od boku drugiego kwadratu, suma pól
obu kwadratów wynosi 97. Oblicz obwody tych kwadratów.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

10. Na spotkanie przysz∏o kilka osób i ka˝dy przywita∏ si´ z ka˝dym. W sumie by-
∏o 21 powitaƒ. Ile osób przysz∏o na to spotkanie?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7.3. Wzory Vi¯te’a

1. Uzupe∏nij twierdzenie.
JeÊli wyró˝nik trójmianu kwadratowego y ax bx c

2
= + + jest nieujemny, to sum´

i iloczyn pierwiastków równania ax bx c 0
2
+ + = wyra˝ajà wzory:

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Uzupe∏nij tabel´.

6 5

Lp. Równanie Wyró˝nik Suma pierwiastków Iloczyn pierwiastków

1. x x6 1 0
2
- + =

2. x x2 5 0
2
- - =

3. x25 10 1 0
2
- + =

VV
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3. Wyznacz brakujàcy parametr w równaniu, korzystajàc z danych.

a) x x c4 0
2
- + = , x x 3

1 2
=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x c2 3 0
2

- + + = , x x 5
1 2

=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x bx 1 0
2
+ + = , x x 3

1 2
+ =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) x bx3 2 0
2
+ + = , x x 5

1 2
+ =-

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Sprawdê, ˝e dane równanie ma dwa ró˝ne pierwiastki jednakowych znaków
(nie obliczaj tych pierwiastków).

a) x x5 2 0
2
+ + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x4 10 3 0
2
+ + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x x2 7 1 0
2

- + - =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Sprawdê, ˝e dane równanie ma dwa pierwiastki ró˝nych znaków (nie obli-
czaj tych pierwiastków).

a) x x5 1 0
2
+ - =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x4 8 2 0
2

- + + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x x2 9 4 0
2

- - + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6 6

Lp. Równanie Wyró˝nik Suma pierwiastków Iloczyn pierwiastków

4. x x4 3 0
2

- - + =

5. x x2 10 3 0
2

- + + =

VV
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6. Sprawdê znaki pierwiastków równania bez obliczania tych pierwiastków.

a) x x5 2 0
2
+ + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x5 3 0
2

- + + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x x2 9 2 0
2

- - - =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) x x3 4 1 0
2
+ + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) x x4 20 2 0
2

- - - =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

f) x x5 9 4 0
2

- - + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7. Dla jakich wartoÊci parametru m równanie x x m 4 0
2
- + - = ma dwa pier-

wiastki jednakowych znaków?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8. Dla jakich wartoÊci parametru m równanie x x m2 1 0
2
- + + = ma dwa pier-

wiastki ró˝nych znaków?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6 7
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7.4. WartoÊci dodatnie i ujemne funkcji

1. Uzupe∏nij tabel´.

6 8

Lp. Funkcja
WartoÊci dodatnie
funkcja przyjmuje
dla argumentów

WartoÊci ujemne
funkcja przyjmuje
dla argumentów

Obliczenia

1. y x2=

2. y x3 5= -

3. y 2=-

4. y x4 8=- -

5. y 5=

6.
y x

3
2 4= -

7.
y

x2 7
1=-
+

8. y x10=

9. y x 12=- -

10. y 2=
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2. Odczytaj z rysunku, dla jakich argumentów funkcja przyjmuje wartoÊci do-
datnie, a dla jakich ujemne.

a)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) 

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 5 -3 

Y 

X 

1 4 

5 
Y 

X 

1 4 -4 

Y 

X 

6 9
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7.5. NierównoÊci kwadratowe

1. Naszkicuj w uk∏adzie wspó∏rz´dnych parabole, które sà wykresami trójmia-
nów y a x bx c

2
= + + spe∏niajàcymi podane warunki.

a) >a 0, > 0Δ b) >a 0, 0Δ = c) >a 0, < 0Δ

d) <a 0, > 0Δ e) <a 0, 0Δ = f) <a 0, < 0Δ

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

1

Y

X

7 0

Lp. NierównoÊç Obliczenia
Rysunek

pomocniczy
Odpowiedê

1. >x x3 2 0
2
- +

2. <x x2 1 0
2
- -
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7 1

Lp. NierównoÊç Obliczenia
Rysunek

pomocniczy
Odpowiedê

3. x x5 6 0
2

G- + +

4. x x9 10 1 0
2

H- + -

5. >x x8 16 0
2
- +

6. <x x 3 0
2
+ +

7. >x x2 5 0
2
-

8. x x9 6 1 0
2

G- +

9. x x2 4 10 0
2

H- + -

10. <x x3 2 0
2

- - -
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2. Rozwià˝ nierównoÊci (uzupe∏nij tabel´).
3. Znajdê wszystkie liczby naturalne spe∏niajàce nierównoÊç:

a) <x x10 21 0
2
- +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x6 16 0
2

H- + +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x x7 6 0
2

H+ +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Rozwiàzaniem nierównoÊci jest dany przedzia∏. Wyznacz liczby a i b.

a) <x a x b 0- -^ ^h h , ;5 6^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x a x b2 0G- -^ ^h h , ;4 2- -

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) a x x b4 0H- +^ ^h h , ;6 10-

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) ;a x x b 0 10 4H- - -^ ^h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7 2
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8. Równania i nierównoÊci stopnia trzeciego – wybrane
przypadki

8.1. Dzielenie wielomianów

1. Wykonaj dzia∏ania i uporzàdkuj wielomiany.

a) x x x2 3 4
2

+ - +^ _h i

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x x2 4
3 2
+ -_ _i i

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x x x x3 2 2 2 6
3 2
+ + - +_ _i i

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) x x2 4
7 5
+ -_ _i i

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) x x x x3 1 3 4
2 3

- + - - +_ _i i

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Wykonaj dzielenie wielomianu W x^ h przez wielomian P x^ h. Nast´pnie za-
pisz wielomian W x^ h w postaci sumy iloczynu wielomianu P x^ h i ilorazu I x^ h

oraz reszty R x^ h, jeÊli:

a) W x x x x2 5 3
3 2

= - - +^ h , P x x 1= -^ h

7 3

VV
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b) W x x x x2 3 12 30
3 2

= + - +^ h , P x x 2= +^ h

c) W x x x15 13
3

= - +^ h , P x x 1= -^ h

d) W x x x x8 6 1
4 2

= - + +^ h , P x x 1
2

= -^ h

7 4

VV
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e) W x x x x3 2 4 3
5 4 2

= - + +^ h , P x x x 1
3 2

= - -^ h

f) W x x x x3 3 1
3 2

= - + -^ h , P x x x 5
2

= + +^ h

g) W x x x x2 5 6
3 2

= - - +^ h , P x x 1= -^ h

7 5

VV
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h) W x x x x2 3 6
3 2

=- + - +^ h , P x x 2= -^ h

i) W x x x4 4
6 3

= - +^ h , P x x 2
3

= -^ h

j) W x x x10 36
4 2

= - +^ h , P x x x4 3
2

= - +^ h

7 6

VV
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8.2. Pierwiastki wielomianu

1. Uzupe∏nij zdania.

a) Równaniem algebraicznym x zmiennej nazywamy ...........................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Rozwiàzaniem równania algebraicznego (pierwiastkiem wielomianu W) nazywa-

my ..............................................................................................................................................................................................................................................

c) Pierwiastków ca∏kowitych wielomianu o wspó∏czynnikach ca∏kowitych wystarczy

szukaç wÊród ...............................................................................................................................................................................................................

2. Sprawdê, która z liczb jest pierwiastkiem danego wielomianu (uzupe∏nij ta-
bel´).

7 7

Lp. Równanie Liczby Obliczenia i odpowiedzi

1. x x5 4 0
2
- + = 1, 2, 3, 4

2. x x4 15 0
3
- + = 2, 3- , 

5, 6

3. x x10 9 0
4 2
- + = 1- , 1, 

3- , 3

4. x x x11 2 1 0
3 2
- - + = 3- , 2- ,

2, 3

5. x x 32
6 3
- - 1- , 1, 

2- , 2
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3. Wymieƒ liczby, które mogà byç ca∏kowitymi pierwiastkami wielomianu. Któ-
re z nich sà tymi pierwiastkami?

a) W x x x x3 4
3 2

= + + -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) W x x x2 1
4 2

=- + +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) W x x x x6 12 8
4 3

= + - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) W x x x3 2 3
3

=- + +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) W x x x12 2
5

= - -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7 8
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8.3. Rozk∏ad wielomianu na czynniki

1. Uzupe∏nij zdanie.

Roz∏o˝yç wielomian na czynniki to znaczy ..........................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Roz∏ó˝ podane wielomiany na czynniki.

a) W x x x x3 2 6
3

= + + +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) W x x x x4 4 16
3 2

= + - -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) W x x x x3 2 6
3 2

= + - -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) W x x x x2 2
4 3

= + + +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) W x x x3 4
2

= + -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

f) W x x x2 3 1
2

=- + -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

g) W x x x10 25
2

= + +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

h) W x x x8 16
4 2

= - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

i) W x x x x3 2
3 2

= + +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7 9

VV
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j) W x x x x5 9 45
3 2

= - - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Uzupe∏nij twierdzenie Bézouta:

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W x^ h wtedy i tylko wtedy, gdy ................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Zgadnij pierwiastek danego wielomianu, a nast´pnie roz∏ó˝ go na czynniki,
korzystajàc z twierdzenia Bézouta.

a) W x x x5 4
3 2

= - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) W x x x x5 2 8
3 2

=- - - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8 0

VV
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c) W x x x x4 4
4 3

= - + -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) W x x x8 9
3 2

= + -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) W x x x x2 13 10
3 2

= + - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8 1

VV
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f) W x x x10 9
4 2

= - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

g) W x x x5 4
4 2

= - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

h) W x x x13 12
3 2

= + -^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8 2

VV
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8 3

Lp.

1.

2.

i) W x x x3 5 2
3 2

= - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

j) W x x x5 12
3 2

= - +^ h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Wyznacz reszt´ z dzielenia wielomianu W x^ h przez wielomian P x^ h, nie wy-
konujàc dzielenia (uzupe∏nij tabel´).

W x^ h P x^ h Obliczenia i odpowiedê

W x x x5 7
2

= - +^ h x 10-

W x x x x3 7 10
5 3

= - + -^ h x 1+

VV
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8 4

Lp. W x^ h P x^ h Obliczenia i odpowiedê

3. W x x x x3 2 2 12
3 2

= + + -^ h x 2-

4. W x x x x5 6 2
3 2

= - + +^ h x 2+

5. W x x x4
4

=- -^ h x 3-

6. W x x x9 8
3

= - +^ h x 4+

7. W x x x5 7
7

= - +^ h x 1-

8. W x x x x10 4 4
3 2

= - - -^ h x 3+

9. W x x x32 6 1
4

= - -^ h x
2
1-

10. W x x x5 17
2

=- - +^ h x 2+

VV
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8.4. Równania stopnia trzeciego

1. Uzupe∏nij zdanie.

Iloczyn czynników jest równy zeru wtedy i tylko wtedy, gdy ..................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Rozwià˝ równania:

a) x x x1 5 7 0- + - =^ ^ ^h h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x x1 2 5 3 7 0+ + - =^ ^ ^h h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x x x10 20 30 0- + - =^ ^ ^h h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) x x1 4 12 0
2

- - =^ ^h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) x x x1 9 5 6 0- - + - =^ ^ ^h h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Rozwià˝ równania.
a) x x x9 9 0

3 2
+ - - =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x x2 2 0
3 2
- + - =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x x x4 3 12 0
3 2
- - + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) x x x2 5 6 15 0
3 2
+ + + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8 5
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e) x x x3 9 3 0
2 2
- - + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Rozwià˝ równania.

a) x x 2 0
3 2
+ - =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x5 6 0
3 2
+ - =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) x x x2 13 13 24 0
3 2
- - + =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8 6
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d) x x x2 8 7 1 0
3 2
- + - =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) x x x9 26 24 0
3 2
- + - =

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8.5. NierównoÊci trzeciego stopnia

1. Uzupe∏nij zdanie.

NierównoÊcià algebraicznà (wielomianowà) nazywamy ...................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Rozwià˝ nierównoÊci.

a) >x x x2 6 8 0- - -^ ^ ^h h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8 7

VV
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b) >x x x2 2 3 2 8 0- + +^ ^ ^h h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) <x x x2 3 6 5 0+ - +^ ^ ^h h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) x x x4 4 4 9 0G- + -^ ^ ^h h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) x x x3 2 4 2 5 0H- - + -^ ^ ^h h h

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Rozwià˝ nierównoÊci.

a) <x x x5 5 0
3 2
- - +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8 8

VV
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b) x x x3 4 12 0
3 2

G+ - -

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) <x x x2 2 1 0
3 2
+ - +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) >x x x6 16 96 0
3 2

- - + +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) x x x4 4 0
3 2

H- + +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8 9
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4. Rozwià˝ nierównoÊci.

a) <x x5 4 0
3 2
- +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) x x7 6 0
3

G- +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) <x x2 1 0
3 2
+ +

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9 0
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II. Stereometria

9. Elementy trygonometrii

9.1. WielkoÊci trygonometryczne kàta ostrego

1. Uzupe∏nij definicje.

a) Sinusem kàta ostrego w trójkàcie prostokàtnym nazywamy ............................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Cosinusem kàta ostrego w trójkàcie prostokàtnym nazywamy ....................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

c) Tangensem kàta ostrego w trójkàcie prostokàtnym nazywamy ...................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

d) Cotangensem kàta ostrego w trójkàcie prostokàtnym nazywamy ..........................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Oblicz funkcje trygonometryczne mniejszego z kàtów ostrych w danych
trójkàtach.

a)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

10 
6 

8 

9 1
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b)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

28 

8 

45 
3 

6 

45 
3 

6 

20 
12 

16 

VV

ZMC2-2  7/28/06  10:03 AM  Page 92



I I .  S T E R E O M E T R I A

f)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

g) 

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

h)

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. W trójkàcie prostokàtnym dany jest jeden z boków i wartoÊç jednej z funkcji try-
gonometrycznych kàta le˝àcego naprzeciwko tego boku. Oblicz pozosta∏e boki
w tym trójkàcie.

a) a 4= , sin
3
2=a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5 

10 

13 

12 

6 

18 

9 3
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ZMC2-2  7/28/06  10:03 AM  Page 93



M A T E M A T Y K A  •  Z A S A D N I C Z A S Z K O ¸ A Z A W O D O W A

b) a 8= , cos
4
1=a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) a 10= , tg 2=a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) a 4= , ctg 1=a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) a 2= , sin
5
3=a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9 4
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f) a 6= , tg
2
5=a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Oblicz wartoÊci funkcji trygonometrycznych kàtów 30c, 60c, 45c, a nast´pnie
uzupe∏nij tabel´.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Dany jest prostokàt o bokach cm4 i cm5 . Oblicz sinus kàta, jaki przekàtna two-
rzy z d∏u˝szym bokiem.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................
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a 30c 45c 60c

sina

cosa

tga

ctga
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6. Dany jest prostokàt o jednym boku cm10 . Tangens kàta, jaki przekàtna tworzy
z tym bokiem, wynosi 3. Oblicz obwód prostokàta.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7. Przekàtna prostokàta tworzy z bokiem d∏ugoÊci 12 kàt 60c. Oblicz pole prosto-
kàta.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8. W trójkàcie ABC wysokoÊç dzieli bok na odcinki d∏ugoÊci 2 i 4. Kàt przylegajàcy
do tego boku (przy d∏u˝szym z odcinków podzia∏u jest równy 45c). Oblicz pozosta-
∏e boki trójkàta.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9.2. Praktyczne zastosowania trygonometrii

1. Jaki cieƒ rzuca mur o wysokoÊci m2 w momencie, gdy promienie s∏onecz-
ne padajà pod kàtem:
a) 20c?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9 6
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b) 30c?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

2. D∏ugoÊç cienia s∏upka ogrodzenia wynosi , m3 5 w momencie, gdy promienie s∏o-
neczne padajà pod kàtem 22c. Jakiej wysokoÊci jest ten s∏upek?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Budynek o wysokoÊci m15 rzuca cieƒ o d∏ugoÊci m10 . Pod jakim kàtem pada-
jà wówczas promienie s∏oneczne?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Korzystajàc z funkcji trygonometrycznych kàta ostrego w trójkàcie prosto-
kàtnym, oblicz pozosta∏e boki i kàty trójkàta prostokàtnego, majàc dane:
a) a 6= , 45c=a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9 7
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b) b 6= , 30c=a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) c 24= , 45c=b

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) a 8= , 60c=a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

e) a 16= , 40c=a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9 8
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5. Oblicz d∏ugoÊci boków trapezu równoramiennego o d∏u˝szej podstawie 20,
wysokoÊci 8 i kàcie ostrym 03 c.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. Oblicz pole i obwód prostokàta o przekàtnej cm12 tworzàcej z jednym z bo-
ków kàt 28c.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7. WysokoÊç trójkàta ma d∏ugoÊç 6 i tworzy z bokami kàty 18c i 38c. Oblicz pole
i obwód tego trójkàta.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9 9
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8. Oblicz pole i obwód prostokàta o przekàtnej cm12 i kàcie mi´dzy przekàt-
nymi 120c.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9. Oblicz pole prostokàta o przekàtnej cm5 , jeÊli wiesz, ˝e stosunek d∏ugoÊci
boków wynosi :1 2.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

10. W trapezie równoramiennym podstawy majà d∏ugoÊç 8 i12, a wysokoÊç 4. Ob-
licz kàty trapezu.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 0 0
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10. Przestrzeƒ trójwymiarowa

10.1. Stereogramy

1. Uzupe∏nij zdania.

a) Stereometria to ................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Stereogram to .................................................................................................................................................................................................. 

Zasada dzia∏ania opiera si´ na dwóch typach z∏udzeƒ przestrzennych: ....................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Obejrzyj stereogramy w podr´czniku na stronach 113–118. JeÊli nie widzisz
od razu efektu trójwymiarowoÊci, to spróbuj patrzeç d∏u˝ej, „wpatrujàc” si´ w je-
den punkt przed obrazkiem.

10.2. Wzajemne po∏o˝enie prostych w przestrzeni

1. Uzupe∏nij zdania.

a) Dwa ró˝ne punkty w przestrzeni wyznaczajà ..........................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Trzy niewspó∏liniowe punkty w przestrzeni wyznaczajà ...........................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

c) Prosta i punkt nienale˝àcy do niej w przestrzeni wyznaczajà ..........................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

d) Dwie ró˝ne przecinajàce si´ proste w przestrzeni wyznaczajà .......................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Uzupe∏nij definicje.

a) Dwie proste w przestrzeni sà wzajemnie równoleg∏e, je˝eli ..............................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Prostymi skoÊnymi nazywamy .....................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

1 0 1
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3. Na narysowanym szeÊcianie dorysuj brakujàce kraw´dzie, oznacz wierzcho∏ki,
a nast´pnie wypisz kraw´dzie zawarte w prostych: a) równoleg∏ych, b) skoÊnych.

a) ...................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) ..................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Na narysowanym ostros∏upie trójkàtnym dorysuj brakujàce kraw´dzie,
oznacz wierzcho∏ki, a nast´pnie wypisz kraw´dzie zawarte w prostych: a) rów-
noleg∏ych, b) skoÊnych.

a) ...................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) ..................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Na narysowanym ostros∏upie czworokàtnym dorysuj brakujàce kraw´dzie,
oznacz wierzcho∏ki, a nast´pnie wypisz kraw´dzie zawarte w prostych: a) rów-
noleg∏ych, b) skoÊnych.

1 0 2
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a) ...................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................................................................................................................

b) ..................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................................................................................................................

6. Na narysowanym graniastos∏upie dorysuj brakujàce kraw´dzie, oznacz
wierzcho∏ki, a nast´pnie wypisz kraw´dzie zawarte w prostych: a) równole-
g∏ych, b) skoÊnych.

a) ...................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................................................................................................................

b) ..................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................................................................................................................

7. Na narysowanym graniastos∏upie dorysuj brakujàce kraw´dzie i wypisz kra-
w´dzie zawarte w prostych: a) równoleg∏ych, b) prostopad∏ych.

a) ...................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................................................................................................................

b) ..................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................................................................................................................

8. Dana jest prosta i punkt nienale˝àcy do niej. Podaj, ile ró˝nych (wymienionych
ni˝ej) prostych w przestrzeni mo˝na poprowadziç do danej prostej.

a) równoleg∏ych ........................................................................................................................................................................................................

b) skoÊnych ....................................................................................................................................................................................................................

c) majàcych z danà prostà jeden punkt wspólny .....................................................................................................

1 0 3
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9. Dane sà w przestrzeni 4 ró˝ne punkty. Ile ró˝nych prostych mo˝na przez nie
przeprowadziç. Rozwa˝ ró˝ne po∏o˝enie punktów.

a)

b)

c)

10. Dane sà w przestrzeni 4 ró˝ne punkty. Ile ró˝nych p∏aszczyzn mo˝na przez
nie przeprowadziç. Rozwa˝ ró˝ne po∏o˝enie punktów.
a)

1 0 4
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1 0 5

b)

c)

10.3. Kàt mi´dzy prostà a p∏aszczyznà 

1. Uzupe∏nij zdania.

a) Kàt mi´dzy prostà a p∏aszczyznà wynosi 0c (albo 180c), jeÊli .............................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Prosta, która nie zawiera si´ w p∏aszczyênie i nie jest do niej równoleg∏a, ma z tà

p∏aszczyznà ....................................................................................................................................................................................................................

2. Uzupe∏nij definicje.

a) Kàt mi´dzy prostà i p∏aszczyznà to kàt ............................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Prosta jest prostopad∏a do p∏aszczyzny, jeÊli ..........................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................
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3. Zaznacz kàt mi´dzy podpisanà na rysunku kraw´dzià lub odcinkiem a p∏asz-
czyznà podstawy w narysowanych bry∏ach.
a)

b)

c)

d)

h 

d

b 

a 

1 0 6
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10.4. Kàt dwuÊcienny 

1. Uzupe∏nij zdania.

a) Dwie p∏aszczyzny w przestrzeni sà równoleg∏e, jeÊli .....................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Kàtem liniowym kàta dwuÊciennego nazywamy ...............................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

2. W narysowanej bryle zaznacz kàt dwuÊcienny mi´dzy podstawà i Êcianà
bocznà.
a)

b)

c)

h

1 0 7
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3. W narysowanej bryle zaznacz kàt dwuÊcienny mi´dzy dwiema sàsiednimi
Êcianami bocznymi.
a)

b)

c)

d)

h

1 0 8
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11. WieloÊciany 

11.1. Klasyfikacja wieloÊcianów

1. Uzupe∏nij definicje.

a) Pó∏przestrzeƒ to zbiór punktów przestrzeni, które ........................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

b) CzworoÊcian to .................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

c) WieloÊcian to ........................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Uzupe∏nij twierdzenie.

JeÊli w wieloÊcianie wypuk∏ym W jest liczbà wierzcho∏ków, K – liczbà kraw´dzi, a S

– liczbà Êcian, to ......................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Kiedy figur´ nazywamy figurà wypuk∏à?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Które z narysowanych figur sà wypuk∏e?
a) b)

....................................................................................................................... ..............................................................................................................................

c) d)

....................................................................................................................... ..............................................................................................................................

1 0 9

VV
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e) f)

....................................................................................................................... ..............................................................................................................................

g) h)

....................................................................................................................... ..............................................................................................................................

5. Uzupe∏nij definicje.

a) Graniastos∏upem nazywamy ............................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Ostros∏upem nazywamy .......................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. Narysuj dowolny graniastos∏up i zaznacz na nim wszystkie wierzcho∏ki i kra-
w´dzie. Wypisz kraw´dzie boczne i kraw´dzie podstawy.

Kraw´dzie boczne: ...............................................................................................................................................................................................

Kraw´dzie podstawy: ..........................................................................................................................................................................................

1 1 0

VV
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7. Narysuj dowolny ostros∏up i zaznacz na nim wszystkie wierzcho∏ki i kraw´-
dzie. Wypisz kraw´dzie boczne i kraw´dzie podstawy.

Kraw´dzie boczne: ...............................................................................................................................................................................................

Kraw´dzie podstawy: ........................................................................................................................................................................................

8. Uzupe∏nij zdanie.

Graniastos∏up nazywamy prostym, jeÊli ..................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

9. Narysuj dowolny graniastos∏up prosty i dowolny graniastos∏up pochy∏y.

10. Uzupe∏nij zdanie.

Ostros∏up nazywamy prostym, jeÊli ...............................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

11. Narysuj dowolny ostros∏up prosty i dowolny ostros∏up pochy∏y.

1 1 1
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12. Uzupe∏nij zdanie.
WysokoÊcià graniastos∏upa nazywamy .....................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

13. Narysuj dowolny graniastos∏up prosty lub pochy∏y. Zaznacz na nim wyso-
koÊç.

14. Uzupe∏nij zdanie.

WysokoÊcià ostros∏upa nazywamy ..................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

15. Narysuj dowolny ostros∏up prosty lub pochy∏y. Zaznacz na nim wysokoÊç.

16. Uzupe∏nij zdanie.

Przekàtna graniastos∏upa to ...................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

17. Narysuj wszystkie przekàtne narysowanego graniastos∏upa.
a)

1 1 2

ZMC2-2  7/28/06  10:04 AM  Page 112



I I .  S T E R E O M E T R I A

b) 

18. Jaki graniastos∏up (ostros∏up) nazywamy prawid∏owym?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

19. Narysuj:
a) graniastos∏up prawid∏owy czworokàtny 

b) graniastos∏up prawid∏owy trójkàtny

c) ostros∏up prawid∏owy pi´ciokàtny

1 1 3
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d) ostros∏up prawid∏owy szeÊciokàtny

20. Narysuj ostros∏up prawid∏owy trójkàtny i zaznacz na nim kàt a nachylenia
kraw´dzi bocznej do p∏aszczyzny podstawy oraz kàt b nachylenia Êciany bocz-
nej do p∏aszczyzny podstawy.

21. Narysuj graniastos∏up prawid∏owy trójkàtny i zaznacz na nim kàt a nachy-
lenia przekàtnej Êciany bocznej do p∏aszczyzny podstawy oraz kàt b mi´dzy
przekàtnà Êciany bocznej i wysokoÊcià graniastos∏upa.

22. Narysuj szeÊcian i zaznacz na nim kàt a nachylenia przekàtnej Êciany bocz-
nej do p∏aszczyzny podstawy oraz kàt b nachylenia przekàtnej szeÊcianu
do p∏aszczyzny podstawy.

1 1 4
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23. Narysuj czworoÊcian foremny i zaznacz na nim kàt a nachylenia kraw´dzi
bocznej do p∏aszczyzny podstawy oraz kàt b nachylenia Êciany bocznej
do p∏aszczyzny podstawy.

11.2. Siatki wybranych wieloÊcianów

1. Narysuj dwie ró˝ne siatki szeÊcianu.

2. Narysuj dwie dowolne siatki czworoÊcianu foremnego.

3. Narysuj dwie dowolne siatki ostros∏upa prawid∏owego pi´ciokàtnego.

1 1 5
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4. Narysuj dwie dowolne siatki ostros∏upa prawid∏owego szeÊciokàtnego.

5. Narysuj dwie dowolne siatki prostopad∏oÊcianu o kraw´dziach wychodzà-
cych z jednego wierzcho∏ka ró˝nej d∏ugoÊci.

11.3. Pole powierzchni graniastos∏upa i ostros∏upa

1. Podaj wzory na pole powierzchni ca∏kowitej

a) graniastos∏upa: ..................................................................................................................................................................................................

b) ostros∏upa: ..............................................................................................................................................................................................................

2. Oblicz pole ca∏kowite szeÊcianu o kraw´dzi

a) a cm5=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) a cm3=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 1 6
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3. Prostopad∏oÊcian ma wysokoÊç h 10= , jednà z kraw´dzi podstawy 8 i przekàtnà
podstawy 10. Oblicz pole powierzchni ca∏kowitej prostopad∏oÊcianu.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Prostopad∏oÊcian ma przekàtnà d 18= i kraw´dzie podstawy równe 3 i 5. Oblicz
pole powierzchni ca∏kowitej.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Pole boczne prostopad∏oÊcianu o podstawie kwadratowej jest równe 40, a jego
wysokoÊç 4. Oblicz pole podstawy.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 1 7
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6. Przekàtna Êciany bocznej graniastos∏upa prawid∏owego trójkàtnego jest równa 6
i tworzy z kraw´dzià podstawy kàt 60c. Oblicz pole powierzchni ca∏kowitej tego
graniastos∏upa.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7. Powierzchnia ca∏kowita szeÊcianu jest równa cm96
2. Oblicz d∏ugoÊç przekàtnej

szeÊcianu.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8. Przekàtna Êciany bocznej prostopad∏oÊcianu ma d∏ugoÊç 4 i tworzy z kraw´dzià
bocznà kàt 45c, a przekàtna prostopad∏oÊcianu ma d∏ugoÊç 6. Oblicz pole po-
wierzchni ca∏kowitej tego prostopad∏oÊcianu.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 1 8
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9. Oblicz pole powierzchni ca∏kowitej ostros∏upa prawid∏owego szeÊciokàtne-
go o kraw´dzi podstawy a 8= i wysokoÊci H 12= .

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

10. Pole powierzchni ca∏kowitej czworoÊcianu foremnego jest równe cm36
2. Ob-

licz d∏ugoÊç kraw´dzi i wysokoÊç czworoÊcianu.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

11. Kàt mi´dzy Êcianà bocznà ostros∏upa prawid∏owego czworokàtnego a jego
podstawà jest równy 45c. Przekàtna podstawy tego ostros∏upa ma d∏ugoÊç12. Ob-
licz pole powierzchni ca∏kowitej tego ostros∏upa.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 1 9
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12. Podstawà ostros∏upa prostego jest romb o boku a 8= i kàcie ostrym 60c=a .
Kraw´dê boczna ostros∏upa ma d∏ugoÊç 20. Oblicz pole ca∏kowite.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

13. Podstawà ostros∏upa prostego jest prostokàt o polu 18 i stosunku boków :2 1.
Pole powierzchni bocznej ostros∏upa jest równe 40. Oblicz d∏ugoÊç kraw´dzi
ostros∏upa.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

11.4. Obj´toÊç graniastos∏upa i ostros∏upa

1. Uzupe∏nij zdania.

a) Obj´toÊç graniastos∏upa jest równa ....................................................................................................................................

b) Obj´toÊç ostros∏upa jest równa ................................................................................................................................................

1 2 0
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2. Oblicz obj´toÊç szeÊcianu, majàc dane:
a) d∏ugoÊç kraw´dzi a cm3=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) d∏ugoÊç przekàtnej Êciany d cm3=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) d∏ugoÊç przekàtnej szeÊcianu d cm12=

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 2 1
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d) pole ca∏kowite równe cm120
2

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Oblicz obj´toÊç prostopad∏oÊcianu o podstawie kwadratowej, majàc dane:

a) pole Êciany bocznej 24 i pole podstawy 16

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) d∏ugoÊç przekàtnej prostopad∏oÊcianu 5 i d∏ugoÊç kraw´dzi podstawy 2

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 2 2
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c) d∏ugoÊç przekàtnej prostopad∏oÊcianu 7 i jej kàt nachylenia do p∏aszczyzny pod-
stawy 60c

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) d∏ugoÊç przekàtnej prostopad∏oÊcianu 5 i kàt, jaki tworzy z wysokoÊcià prosto-
pad∏oÊcianu 30c

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Oblicz obj´toÊç graniastos∏upa prawid∏owego trójkàtnego, majàc dane:

a) kraw´dê podstawy 4 i wysokoÊç 10

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 2 3
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b) d∏ugoÊç przekàtnej Êciany bocznej 4 i kàt nachylenia przekàtnej Êciany bocznej
do kraw´dzi podstawy 60c

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) d∏ugoÊç przekàtnej Êciany bocznej 10 i pole podstawy 9 3

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) d∏ugoÊç przekàtnej Êciany bocznej d i jej kàt nachylenia do kraw´dzi bocznej a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 2 4
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5. Oblicz obj´toÊç ostros∏upa prawid∏owego czworokàtnego:

a) o kraw´dzi podstawy 6 i wysokoÊci Êciany bocznej 5

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) o polu podstawy 36 i kraw´dzi bocznej 8

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) o wysokoÊci h i kraw´dzi bocznej b

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 2 5
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d) o kraw´dzi bocznej b i jej kàcie nachylenia do p∏aszczyzny podstawy a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. Oblicz obj´toÊç czworoÊcianu foremnego:
a) o kraw´dzi 16

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) o polu ca∏kowitym cm100 3
3

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 2 6
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7. Podstawà ostros∏upa prostego jest romb o boku 7 i przekàtnej 7. WysokoÊç ostro-
s∏upa jest dwa razy d∏u˝sza od kraw´dzi podstawy. Oblicz obj´toÊç ostros∏upa.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8. Kraw´dê boczna ostros∏upa prawid∏owego trójkàtnego ma d∏ugoÊç 12 i jest na-
chylona do p∏aszczyzny podstawy pod kàtem 45c. Oblicz obj´toÊç ostros∏upa.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9. Pole podstawy ostros∏upa prawid∏owego trójkàtnego jest równe 3, a kàt mi´-
dzy wysokoÊcià ostros∏upa i kraw´dzià bocznà ma miar´ 30c. Oblicz obj´toÊç
ostros∏upa.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 2 7
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10. Najd∏u˝sza przekàtna podstawy ostros∏upa prawid∏owego szeÊciokàtnego jest
równa 20, a kàt mi´dzy Êcianà bocznà i podstawà 45c. Oblicz obj´toÊç ostros∏upa.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

11. Pole ca∏kowite ostros∏upa prawid∏owego czworokàtnego jest równe 80, a wy-
sokoÊç Êciany bocznej jest dwa razy d∏u˝sza od kraw´dzi podstawy. Oblicz obj´-
toÊç ostros∏upa.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

12. Podstawà ostros∏upa jest prostokàt o przekàtnej10 i jednym boku 6. WysokoÊç
ostros∏upa tworzy z kraw´dzià bocznà kàt 60c. Oblicz obj´toÊç ostros∏upa.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................
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12. Bry∏y obrotowe

12.1. Wprowadzenie

1. Uzupe∏nij definicje.

a) Walcem obrotowym nazywamy .................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Sto˝kiem obrotowym nazywamy ............................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) Kulà nazywamy ..................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Narysuj walec i zaznacz na nim przekrój osiowy.

3. Narysuj walec i zaznacz na nim przekrój p∏aszczyznà równoleg∏à do podsta-
wy walca.

4. Narysuj sto˝ek i zaznacz na nim przekrój osiowy.

1 2 9
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5. Narysuj sto˝ek i zaznacz na nim przekrój p∏aszczyznà równoleg∏à do podstawy.

12.2. Siatki walca i sto˝ka
1. Narysuj siatk´ walca o wysokoÊci cm3 i promieniu podstawy cm2 .

1 3 0
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1 3 1

2. Narysuj siatk´ walca o wysokoÊci cm2 i promieniu podstawy cm1 .

3. Narysuj siatk´ sto˝ka, jeÊli wiesz, ˝e jego powierzchnia boczna jest pó∏kolem
o promieniu cm2 .
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4. Narysuj siatk´ sto˝ka o wysokoÊci cm4 i promieniu podstawy cm3 .

5. Uzupe∏nij zdania.

a) Siatka kuli ..................................................................................................................................................................................................................

b) Sferà nazywamy .............................................................................................................................................................................................

c) Dowolny przekrój kuli jest .................................................................................................................................................................

d) Dowolny przekrój sfery jest ............................................................................................................................................................

e) Ko∏em wielkim kuli nazywamy .....................................................................................................................................................

1 3 2
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12.3. Pole powierzchni oraz obj´toÊç walca, sto˝ka i kuli

1. Narysuj walec. Zaznacz na nim promieƒ podstawy i wysokoÊç.

2. Narysuj sto˝ek. Zaznacz na nim promieƒ podstawy, wysokoÊç i tworzàcà.

3. Uzupe∏nij tabel´.

4. Oblicz obj´toÊç i pole ca∏kowite bry∏y powsta∏ej z:
a) obrotu kwadratu o boku cm5 doko∏a jednego z boków

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 3 3

Bry∏a Walec Sto˝ek Kula

Pole powierzchni
ca∏kowitej.

Obj´toÊç

VV
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b) obrotu kwadratu o boku cm5 doko∏a przekàtnej

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Oblicz obj´toÊç i pole ca∏kowite bry∏y powsta∏ej z:

a) obrotu prostokàta o bokach 4 i 8 doko∏a krótszego z boków

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) obrotu prostokàta o bokach 4 i 8 doko∏a d∏u˝szego z boków

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 3 4

VV
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c) obrotu prostokàta o boku 5 i przekàtnej 13 doko∏a krótszego z boków

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. Oblicz obj´toÊç i pole ca∏kowite bry∏y powsta∏ej z:

a) obrotu trójkàta prostokàtnego o przyprostokàtnych 4 i 6 doko∏a najkrótszego
boku

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) obrotu trójkàta prostokàtnego o przeciwprostokàtnej 16 i kàcie ostrym 30c do-
ko∏a najkrótszego boku

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 3 5

VV
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c) obrotu trójkàta prostokàtnego o przeciwprostokàtnej 10 i kàcie ostrym 60c do-
ko∏a najd∏u˝szego boku

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7. Oblicz obj´toÊç i pole ca∏kowite bry∏y powsta∏ej z:

a) obrotu ko∏a o promieniu 1 doko∏a osi symetrii tego ko∏a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) obrotu ko∏a o Êrednicy 8 doko∏a osi symetrii tego ko∏a

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 3 6

VV
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8. Oblicz pole ca∏kowite i obj´toÊç sto˝ka, którego przekrój osiowy jest trójkà-

tem równobocznym o polu 16 3.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9. Oblicz kàt rozwarcia sto˝ka, jeÊli wiesz, ˝e pole ca∏kowite tego sto˝ka jest
trzy razy wi´ksze od pola jego podstawy.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

10. Szklanka ma kszta∏t walca o promieniu 3 cm i wysokoÊci 6 cm, a kieliszek ma
kszta∏t sto˝ka o promieniu podstawy 2 cm i wysokoÊci 3 cm. W ilu kieliszkach
zmieÊci si´ sok z nape∏nionych do pe∏na 5 szklanek?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 3 7
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11. Oblicz pole ca∏kowite i obj´toÊç sto˝ka, którego przekrój osiowy jest trój-
kàtem o podstawie 12 i kàcie przy podstawie 30c.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

12. Oblicz pole ca∏kowite i obj´toÊç sto˝ka, którego przekrój osiowy jest trój-
kàtem prostokàtnym o przeciwprostokàtnej 20.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

13. Sto˝ek i walec majà równe obj´toÊci i równe wysokoÊci. Oblicz stosunek pro-
mieni podstaw obu bry∏.
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...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

14. Przekrój osiowy walca jest kwadratem o polu 16. Oblicz obj´toÊç i pole ca∏ko-
wite walca.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

15. Kula i sto˝ek majà równe obj´toÊci i promieƒ kuli jest dwa razy wi´kszy od pro-
mienia podstawy sto˝ka. Jaki jest stosunek promienia kuli do wysokoÊci sto˝ka?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

1 3 9
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III. Elementy statystyki

13. Sposoby prezentacji danych

13.1. Wprowadzenie

1. Czym zajmuje si´ statystyka?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

13.2. Diagram kolumnowy (pionowy)

1. Poni˝szym diagram przedstawia liczb´ sprzedanych ziemniaków (w kilogra-
mach) w poszczególnych dniach tygodnia w pewnym sklepie warzywniczym. Od-
powiedz na pytania.

a) W którym dniu sprzedano najwi´cej ziemniaków?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) W którym dniu sprzedano najmniej ziemniaków?

.........................................................................................................................................................................................................................................................

c) Ile sprzedano kilogramów ziemniaków w poniedzia∏ek?

.........................................................................................................................................................................................................................................................

d) W jakie dni sprzedano wi´cej ziemniaków ni˝ w poniedzia∏ek?

.........................................................................................................................................................................................................................................................

10

0

20

30

40

50

60

[kg]

[dni tygodnia]

[ziemniaki]

Pn Wt Âr Cz Pt Sb Nd

ZMC2-3  7/28/06  10:05 AM  Page 140



I I I .  E L E M E N T Y  S T A T Y S T Y K I

2. Poni˝szy diagram pokazuje oceny klasy II B z dwóch semestrów. Analizujàc wy-
kres, odpowiedz na poni˝sze pytania.

a) Jakich ocen by∏o najwi´cej, a jakich najmniej w I semestrze? ........................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

b) Jakich ocen by∏o tyle samo w obu semestrach? ..............................................................................................

c) W którym semestrze nie by∏o ocen niedostatecznych? ..........................................................................

d) Ilu uczniów mia∏o w I semestrze oceny dostateczne? ..............................................................................

e) Ile osób podnios∏o swoje wyniki w II semestrze? ..............................................................................................

f) Ilu uczniów liczy klasa II B, je˝eli w ˝adnym semestrze nie doszed∏ ani nie odszed∏

˝aden uczeƒ? .....................................

3. W pewnym sklepie komputerowym w ciàgu pi´ciu dni sprzedano towary, które
wymienione sà w poni˝szej tabeli. Podane dane przedstaw w postaci diagramu
kolumnowego (pionowego). Pami´taj, aby dok∏adnie opisaç diagram i zastoso-
waç odpowiednià skal´.

Jakich towarów sprzedano najwi´cej, a jakich najmniej? .....................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

2 

0 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

[liczba 

ocen] 

– I semestr 

– II semestr 

celujàcy bardzo 

dobry 

dobry dostateczny dopuszcza- 

jàcy 

niedosta- 

teczny 

1 4 1

Nazwa Liczba

drukarki 12

g∏oÊniki 3

karty graficzne 15

klawiatury 9

monitory 18

myszki 6 VV
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13.3. Diagram s∏upkowy (poziomy)

1. Na diagramie przedstawiono liczb´ medali zdobytych przez uczniów w zawo-
dach sportowych w klasach I–III. 

Odpowiedz na pytania.

a) Która klasa zdoby∏a najwi´cej medali? . ............................................................................................................................

b) Które klasy zdoby∏y wi´cej medali ni˝ 3? .....................................................................................................................

c) Która klasa nie zdoby∏a ˝adnego medalu? .................................................................................................................

d) O ile wi´cej medali zdoby∏a klasa II C ni˝ klasa I A? ........................................................................................

e) Ile medali zdoby∏a klasa III B? ........................................................................................................................................................

f) Ile medali zdoby∏y ∏àcznie wszystkie klasy I? .............................................................................................................

[liczba medali]0 1 2 3 4 65

[klasy]

I A

I B

I C

II A

II B

II C

III A

III B

III C

1 4 2

VV
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2. Pracownik dzia∏u handlowego zaprezentowa∏ opracowany diagram przedstawia-
jàcy liczb´ klientów (w tysiàcach) w latach 2000–2006. 
Odpowiedz na pytania, analizujàc wykres.

a) W którym roku by∏o najwi´cej klientów? ......................................................................................................................

b) W jakich latach by∏o klientów mniej ni˝ 3 tysiàce? ........................................................................................

c) Który rok by∏ najgorszy pod wzgl´dem liczby klientów? ........................................................................

d) Jakà liczb´ klientów mia∏a firma w roku 2005? ..................................................................................................

e) Ile klientów by∏o mniej w roku 2004 w porównaniu z poprzednim?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................;

f) Na podstawie diagramu wykonaj tabel´, która stanowi∏a punkt wyjÊciowy do je-
go opracowania.

[tysiàce]0 1 2 3 4

4,342

5,234

3,123

3,425

3,684

1,234

1,778

65

[lata]

2000

2001

2002

2003

2004

2005

2006

1 4 3
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3. Dwa zespo∏y piosenki poetyckiej „Megis” oraz „Z Marszu” w roku 2005 wyda∏y
swoje pierwsze p∏yty. Wykres poni˝ej przedstawia sprzeda˝ p∏yt w poszczególnych
tygodniach. Analizujàc wykres, odpowiedz na pytania.

a) W którym tygodniu zespó∏ „Z Marszu” sprzeda∏ najwi´cej p∏yt? .................................................

b) Ile p∏yt CD sprzeda∏ zespó∏ „Megis” w 2 tygodniu? ........................................................................................

c) Który zespó∏ sprzeda∏ najwi´cej p∏yt (i ile) w ostatnim tygodniu maja? ...........................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

d) W którym tygodniu by∏y najwi´ksza oraz najmniejsza ró˝nice w sprzeda˝y

p∏yt CD obu zespo∏ów? Najwi´ksza – ........................................, najmniejsza – ........................................

e) Który zespó∏ w ciàgu tygodnia sprzeda∏ o tysiàc p∏yt CD wi´cej ni˝ w ubieg∏ym?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

f) Ile co najmniej tysi´cy p∏yt CD sprzeda∏ ka˝dy zespó∏ w ka˝dym tygodniu? „Me-

gis” – ........................................, „Z Marszu” – .........................................

13.4. Diagram ko∏owy

1. Odczytaj z diagramu ko∏owego udzia∏ procentowy oceny z ostatniej pracy kla-
sowej z fizyki. Odpowiedz na pytania.

celujàcy

10%

bardzo dobry

31%

dobry

17%

dostateczny

23%

dopuszczajàcy

8%

niedostateczny

11%

[liczba p∏yt CD 

w tysiàcach] 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 

[lata]

1 tydzieƒ

2 tydzieƒ

3 tydzieƒ

4 tydzieƒ Z marszu

Megis

1 4 4
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a) Jakich ocen by∏o najwi´cej? ...........................................................................................................................................................

b) Jakich ocen by∏o najmniej? .............................................................................................................................................................

c) Ile procent uczniów otrzyma∏o ocen´ dostatecznà? ...................................................................................

d) Ilu procent uczniów otrzyma∏o ocen´ co najmniej dobrà? ...............................................................

e) O ile mniej procent uczniów zdoby∏o ocen´ celujàcà ni˝ bardzo dobrà? ........................

2. Poni˝szy wykres przedstawia zysk (przedstawiony w procentach), który osiàgn´-
∏o pi´ç firm w ciàgu roku. Na podstawie wykresu odpowiedz na pytania.

a) Która firma osiàgn´∏a najmniejszy zysk? .......................................................................................................................

b) Która firma osiàgn´∏a najwi´kszy zysk i o ile procent wi´cej ni˝ firma z najmniej-

szym zyskiem? ............................................................................................................................................................................................................

c) Które firmy osiàgn´∏y zysk wi´kszy ni˝ 20%? ...........................................................................................................

d) Która firma osiàgn´∏a zysk w wysokoÊci 6%? ..........................................................................................................

e) Jaki zysk osiàgn´∏a firma „KaraÊ” i o ile by∏ on mniejszy od zysku firmy „Zdenek”?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Poni˝szy wykres ko∏owy przedstawia odpowiedzi 100 losowo wybranych miesz-
kaƒców zebrane w ankiecie dotyczàcej wybudowania na osiedlu supermarketu.
Analizujàc wykres, odpowiedz na pytania.

TAK

NIE

NIE

WIEM

KaraÊ

17%
Zdenek

22%

Mopanek

2%

Fircyk

6%

Pancerek

53%

VV
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a) Czy na osiedlu powstanie supermarket? ......................................................................................................................

b) Jaka odpowiedê wÊród respondentów pada∏a najcz´Êciej? ...............................................................

c) Na podstawie przedstawionych w tabeli danych liczbowych narysuj diagram pio-
nowy. 

13.5. Wykres punktowy

1. W czasie wakacji Jurek postanowi∏ pograç w komputerowy bilard. Wykres przed-
stawia wyniki gry w ciàgu tygodnia.

a) Ile punktów zdoby∏ Jurek we wtorek? ..............................................................................................................................

b) W jakie dni Jurek zdoby∏ wi´cej ni˝ 5 tysi´cy punktów? ........................................................................

[dzieƒ tygodnia]Pn Wt Âr Cz Pt So Nd

[liczba

punktów]

1000

0

2000

3000

4000

5000

6000
4345

5547

3956

5854
7000

1 4 6

Tak 46

Nie wiem 33

Nie 21

Odpowiedzi Liczba g∏osów

VV

ZMC2-3  7/28/06  10:05 AM  Page 146



I I I .  E L E M E N T Y  S T A T Y S T Y K I

1 4 7

c) O ile mniej punktów zdoby∏ w Êrod´ ni˝ w poniedzia∏ek? ....................................................................

d) Ile Jurek najwi´cej zdoby∏ punktów i w jaki dzieƒ? ........................................................................................

e) W jakie dni tygodnia Jurek nie gra∏? ...................................................................................................................................

2. Wykres przedstawia liczb´ ksià˝ek przeczytanych przez uczniów pewnej klasy.
Na podstawie wykresu odpowiedz na pytania.

a) Ile ksià˝ek przeczyta∏o 12 uczniów? .....................................................................................................................................

b) Ilu uczniów przeczyta∏o mniej ni˝ 5 ksià˝ek? ..........................................................................................................

c) Ilu uczniów przeczyta∏o co najmniej 5 ksià˝ek? ..................................................................................................

d) Ilu uczniów przeczyta∏o 1 lub 6 ksià˝ek? ......................................................................................................................

e) Ile uczniów liczy klasa? ...........................................................................................................................................................................

f) Opracuj tabel´, w której przedstawisz dane z diagramu. 

[liczba przeczytanych ksià˝ek]1 2 3 4 5 6 7

[liczba

uczniów]
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13.6. Wykres liniowy

1. Poni˝szy wykres przedstawia produkcj´ chleba w piekarni „7 zbó˝“. Korzystajàc
z wykresu, odpowiedz na pytania.

a) W jaki dzieƒ tygodnia piekarnia wyprodukowa∏a najwi´cej chleba? .......................................

b) W jakie dni piekarnia wyprodukowa∏a wi´cej chleba ni˝ 500? .......................................................

c) O ile mniej chleba wyprodukowano w czwartek ni˝ w Êrod´? .......................................................

d) Ile wyprodukowano chleba w ciàgu ca∏ego tygodnia? ...............................................................................

e) Przedstaw te same dane na wykresie innym ni˝ liniowy.

[dzieƒ tygodnia] Pn Wt Âr Cz Pt So Nd 

[liczba

bu∏ek]
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2. Prezesowi firmy „Butex” przedstawiono wykres poda˝y (produkcji) obuwia
(w tys. sztuk) oraz popytu (zapotrzebowania) na obuwie na rynku w ciàgu kilku
miesi´cy. Analizujàc diagram, odpowiedz na pytania.

a) W jakim miesiàcu by∏ najmniejszy popyt na obuwie? .................................................................................

b) W jakich miesiàcach produkcja wzrasta∏a? .................................................................................................................

c) W jakich miesiàcach by∏ wi´kszy popyt na obuwie ni˝ poda˝? ......................................................

d) W jakim miesiàcu by∏a najmniejsza ró˝nica mi´dzy poda˝à a popytem?

...........................................................................................................................................................................................................................................................

14. Wybrane wartoÊci Êrednie

14.1. Ârednia arytmetyczna

1. Ârednia arytmetyczna to .....................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Poni˝sze dane przedstawiajà liczb´ gazet, jakie kupowa∏ Pawe∏ w poszczegól-
nych miesiàcach. Oblicz Êrednià arytmetycznà. Styczeƒ: 4, Luty: 6, Marzec: 1,
Kwiecieƒ: 3, Maj: 2, Czerwiec: 3

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

[miesiàc]

Poda˝

Popyt

maj czerwiec lipiec sierpieƒ wrzesieƒ

[liczba obuwia

w tysiàcach]

0

20

40

60

80

ZMC2-3  7/28/06  10:05 AM  Page 149



M A T E M A T Y K A  •  Z A S A D N I C Z A S Z K O ¸ A Z A W O D O W A

3. W sklepie spo˝ywczym notowano w ciàgu dnia sprzeda˝ jajek-niespodzianek.
Oblicz Êrednià arytmetycznà, majàc dane: 3, 5, 3, 2, 1, 2, 2, 3.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. Poni˝ej przedstawiono liczb´ nieobecnoÊci w maju uczniów pierwszych klas. Ob-
licz Êrednià arytmetycznà: I A: 4, I B: 1, I C: 0, I D: 3

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

14.2. Moda i mediana

1. Moda z próby to .............................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Mediana próby to ..........................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................
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3. Rzucono kilka razy kostkà i otrzymano nast´pujàce wyniki: 6, 1, 1, 4, 6, 3, 4, 4, 5,
6, 6, 5, 1, 3. Wyznacz mod´ i median´.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

4. W pewnej klasie zmierzono wzrost dziewczàt i zapisano te wyniki z dok∏adnoÊcià
do 1 centymetra: 156, 140, 138, 159, 160, 140, 139, 156, 155, 140, 148, 139.
Wyznacz mod´ i median´.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Poni˝ej przedstawiono liczb´ zdobytych punktów ze sprawdzianu poprawkowe-
go z matematyki. Oblicz mod´ i median´.
20, 9, 6, 8, 15, 7, 6, 18, 20, 21, 20, 18, 8, 12, 10, 26, 18.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. Na wycieczk´ w góry pojecha∏y osoby w ró˝nym wieku: 30, 25, 29, 31, 25, 22,
28, 31, 27, 19, 21, 34. Wyznacz mod´ i median´ wieku uczestników wycieczki.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................
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IV. Test koƒcowy
1. Dana jest funkcja f x =^ h reszta z dzielenia x przez 4 dla x ! "1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9, 10,.

a) Naszkicuj wykres tej funkcji.

b) Podaj zbiór wartoÊci.

c) Wyznacz miejsca zerowe.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

2. Dana jest funkcja f x x b3= +^ h . Wyznacz wspó∏czynnik b, jeÊli wiesz, ˝e
do wykresu nale˝y punkt ;P 2 4= -^ h. Nast´pnie wyznacz punkty przeci´cia
wykresu tej funkcji z osiami uk∏adu wspó∏rz´dnych.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

3. Sprawdê, czy pierwiastek równania x x x x3 3 5 1 2 14
2 2

- + - - = + -^ ^ ^h h h

nale˝y do zbioru rozwiàzaƒ nierównoÊci <x x
2

3
3

2 1 9+ - - .

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

Y

X

1

1 5 2
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1 5 3

4. Rozwià˝ algebraicznie i graficznie uk∏ad: 
y x

y x

2

3
1

3
2

=- +

= +
* .

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

5. Znajdê równanie paraboli, której wierzcho∏kiem jest punkt ;W 1 3= -^ h, jeÊli
wiesz, ˝e nale˝y do niej punkt ;A 2 7= -^ h.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

6. a) Rozwià˝ nierównoÊç: >x x12 1 0
2
+ - .

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

\ .........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

Y

X

1

VV
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b) Rozwiàzaniem nierównoÊci x a x b 0H- - -^ ^h h jest przedzia∏ ;8 1- - . Wy-
znacz liczby a, b

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

7. Wyznacz dziedzin´ funkcji f x x x x4 3 12
3 2

= + - -^ h .

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

8. Pierwiastkiem wielomianu W x x mx 2
3

= + +^ h jest liczba 1-^ h. Wyznacz licz-
b´ m i sprawdê, czy wielomian ma inne pierwiastki.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

9. Oblicz obj´toÊç prostopad∏oÊcianu, jeÊli wiesz, ˝e jego podstawà jest kwa-
drat, a przekàtna prostopad∏oÊcianu d∏ugoÊci d 12= tworzy z podstawà kàt

60c=a .

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................
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10. Oblicz obj´toÊç i pole ca∏kowite czworoÊcianu foremnego o kraw´dzi a 8= .

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

11. Powierzchnia boczna walca po roz∏o˝eniu na p∏aszczyzn´ jest prostokàtem
o przekàtnej d 26= i boku odpowiadajàcym wysokoÊci walca 10. Oblicz obj´toÊç
i pole ca∏kowite walca.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

12. W tabeli zawarto wyniki odpowiedzi pewnej grupy uczniów na pytanie „Ile fil-
mów obejrza∏eÊ w kinie w ostatnim pó∏roczu?”.

1 5 5

Liczba obejrzanych
w kinie filmów 1 2 3 4 5 6

Liczba osób 1 6 8 10 8 7 VV
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a) Narysuj diagram s∏upkowy dla tych danych.

b) Oblicz Êrednià liczb´ obejrzanych w kinie filmów, jaka przypada na jednego
ucznia.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

c) Podaj median´ i dominant´.

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................................
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